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Resumen

La funcién de distribucion de Wigner es una herramienta muy ttil en andlisis de
sefales, debido a que provee una representacion de una sefial en las variables conjuga-
das a través del espacio de fase. En el contexto de la mecénica cudntica, esta funcion
representa una distribucién de cuasiprobabilidad en el espacio de fase para un estado
cudntico.

Por otro lado, en procesamiento de sefales, la transformada de Fourier y su gene-
ralizacion, la transformada de Fourier fraccional (FFT, por sus siglas en inglés), juegan
un rol importante en el anélisis en tiempo y frecuencia. Mas atin, investigaciones reali-
zadas a finales de los afios noventa encontraron que se podria obtener la reconstruccion
de la funciéon de Wigner a partir de la recoleccion de diferentes transformadas de Fou-
rier fraccionales.

En este proyecto se describe, de forma tedrica la obtencion de la funcidén de Wig-
ner a partir de la transformada de Fourier fraccional (FFT, por sus siglas en inglés).
Ademds, se encuentra tedricamente, a partir de las las funciones de transferencia o
de apertura, una implementacion Optica de la transformada de Fourier espacial de una
fuente de luz clasica, todo esto desde el area de la 6ptica de Fourier o también conocida
como Optica difractiva. Esto con el propdsito de implementarlo en un proyecto experi-
mental para encontrar una sefal Optica clésica, tal que se pueda reconstruir la funcién
de Wigner de un estado cuantico conocido, a través de la obtencion de sus transfor-
madas de Fourier fraccionales en la variable de frecuencia espacial. Para lograr estos
objetivos se recopila informacion sobre el origen de la funcién de Wigner y de la FFT,
a partir de articulos que los relacionen, para poder tener una descripcion completa de
como lleva la una a la otra.

En este proyecto se concluye que la WDF de un estado de gato es casi la misma que
la de dos gaussianas separadas una distancia 2d, salvo por unas constantes. También, se
demuestra que efectivamente un sistema 2 f, permite generar la transformada de Fourier
espacial de una sefal Optica. Ademads, se encuentra la transformada Radon, dado un
angulo 0, de la funcién de Wigner de una sefial, es el modulo cuadrado de la FFT, a
orden a, de la misma sefial, donde 6 = %

Abstract

The Wigner distribution function is a very useful tool in signal analysis, because it
provides a representation of a signal in conjugate variables through the phase space. In
the context of quantum mechanics this function represents a quasi-probability distribu-
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tion in phase space for a quantum state.

On the other hand, in signal processing, the Fourier transform and its generalization
play an important role in time and frequency analysis. Furthermore, research carried
out in the late nineties found that the reconstruction of the Wigner function could be
obtained from the collection of different fractional Fourier transforms.

In this project, it is proposed theoretically describe how the Wigner function co-
mes from the fractional Fourier transform (FFT). In addition, it is suitable to find, from
the aperture or the transfer functions, an optical implementation of the spatial FFT of a
classical light source, all described from the area of Fourier optics or also known as dif-
fractive optics. This is with the purpose of implementing it in an experimental project
and finding a classical optical signal so the Wigner function of a known quantum sta-
te can be reconstructed through its FFT in space. In order to achieve these objectives,
information is collected about the origin of the Wigner function and the FFT. Articles,
that relate these functions, are found in order to have a complete mathematical descrip-
tion of how one leads to the other.

In this project it is concluded that the WDF of a cat state is almost the same of two
Gaussians separated by a distance 2d, except for some constants. Also, it is shown that
a 2f system effectively allows generating the spatial Fourier transform of an optical
signal. In addition, the Radon transform is found, given an angle 0, of the Wigner
function of a signal, it is the square module of the FFT, order a, of the same signal,
where 6 = %F.

Introduccion

En las ultimas décadas ha sido posible la generacion de fuentes de luz con propie-
dades que se explican utilizando el formalismo de la mecénica cuantica. Por ejemplo,
los llamados estados de Fock, estados de vacio, estados squeezed o estados de gato
[1]. Estos tipos de luz pueden ser utilizados para aumentar el entendimiento de c6-
mo se comporta a nivel de pocos fotones o de un fotdn, es decir, al utilizarlos se podra
entender a mayor profundidad el comportamiento cudntico de los fotones y con ello ge-
nerar diversas aplicaciones en funcion de estas caracteristicas cudnticas. Por ejemplo,
las propiedades cudnticas de los estados squeezed permiten que interferémetros como
el LIGO (Laser Interferometer Gravitational-Wave Observatory) tengan la sensibilidad
necesaria para poder detectar ondas gravitacionales [2]. También, las propiedades de
los estados de gato han permitido codificar qubits de informacidn, para que puedan ser
utilizados en computacion cudntica [3]. Sin embargo, la generacion de estas fuentes
puede ser altamente compleja y costosa. Debido a este problema se hace interesan-
te buscar si sistemas cldsicos mds simples pueden simular caracteristicas de estados
cudnticos. La funcién de Wigner y la transformada de Fourier fraccional, son dos he-
rramientas matemadticas que ayudardn a encontrar una respuesta a esta pregunta.

En 1932 Eugene Wigner introdujo, por primera vez, la funcion de Wigner [4] en
el contexto de la mecdnica cudntica. Esta funcidn, a nivel general, es una herramienta
que permite la representacion de una sefial en tiempo y frecuencia [5]. En el dmbi-
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to de la mecdanica cudntica, la funcion de Wigner representa la distribucion de cuasi-
probabilidad de un estado en el espacio de fase [6], la cual permite dar una descrip-
cion estadistica completa de un sistema fisico. Se le denomina distribucién de cuasi-
probabilidad porque permite obtener valores negativos que describen si un estado es
no clasico. También, se pueden calcular valores esperados de cantidades observables a
partir de esta funcion.

En el ambito de la optica cudntica, esta funcion ha sido de vital importancia a la
hora de describir propiedades de los estados cudnticos de la luz [1, 7]. Hoy en dia,
la reconstruccion de la funcién de Wigner de un estado cuantico se puede hacer por
medio de un proceso conocido como tomografia en variables continuas a través de un
sistema de deteccion homodina balanceada [8]. Este proceso se basa en la medicion de
la distribucion de cuadraturas de una fuente de luz a partir de la resta de intensidades
de dos campos eléctricos que son detectados después de pasar por un divisor de haz.
Uno de estos campos eléctricos es conocido como el oscilador local y el otro como la
fuente de luz, para la cual queremos hallar su funcién de Wigner. Después de obtener
diversas medidas de la distribucion de estas cuadraturas a partir de diferentes valores de
la fase del oscilador local, se utiliza un método computacional llamado retroproyeccion
filtrada, basado en la transformada Radon. Este método permite obtener la transformada
inversa de Radon y con ello la funcién de Wigner [8].

Por otro lado, la transformada de Fourier fraccional (FFT, por sus siglas en ingles),
fue definida e introducida por Edward Condén [9], en 1937, al estudiar la funcién de
Green del espacio de fase de las rotaciones, y también por Victor Namias en 1980 en el
contexto de la mecdnica cuéntica [10]. La FFT es una generalizacion de la transforma-
da de Fourier ordinaria con un pardmetro de orden a. El a-ésimo orden es equivalente a
aplicar a veces el operador de la transformada de Fourier a una funcién. Mas atn, este
pardmetro a puede generalizarse a valores reales. Esta transformacion actiia como un
operador lineal. Por ende, tiene funciones propias y valores propios asociados. Median-
te la construccion de la transformada de Fourier con estas funciones y valores propios,
se puede obtener el nicleo de la transformacion integral [11].

En recientes investigaciones se ha encontrado, que bajo cierta manipulaciéon mate-
matica de la FFT, a diferentes 6rdenes [11], se puede obtener la funcién de Wigner de
una sefial [12]. En esta propuesta se plantea recopilar informacién sobre la FFT y la
funcion de distribucion de Wigner que permita completar el desarrollo tedrico en el
cual se relacionen ambas expresiones. Ademds, si se describe la implementacion opti-
ca que se debe seguir para obtener la FFT de una sefal dptica, entonces serd posible
generar un experimento en otro proyecto que pueda aplicar dicha implementacion. Por
ende, la justificacion principal al realizar este proyecto es que va a ser un primer paso
para describir una parte tedrica de un proyecto experimental que se pretende realizar
en la monografia. Este experimento podrd hacer que, por medio de una sefial Optica
clasica, se pueda reconstruir la funcion de Wigner de un estado de gato, lo cual per-
mitird abrir una linea de investigacion para encontrar andlogos clésicos de fendmenos
cudnticos con implicaciones en la simulacidn de sistemas cudnticos en Optica. Esto se-
rd util ya que permitird generar otros métodos de menor costo para obtener la funcién
de Wigner de estados cudnticos.
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Capitulo 1

Transformada de Fourier fraccional

Las transformaciones integrales como la transformada de Fourier y de Laplace han
jugado un rol muy importante en aplicaciones en fisica tedrica, ingenieria eléctrica y
matemadtica aplicada. Ademads, de las transformaciones de Laplace y de Fourier, los
fisicos poseen un arsenal de otras transformadas integrales, donde cada una presenta
un alcance en aplicaciones practicas [10].

Los matematicos y fisicos alrededor de la década de los ochenta, tuvieron en en-
contrar un método para reintroducir una nueva transformada integral que dependiera
de un parametro continuo ¢, y que, a partir de esta tansformada se pudiera llegar tam-
bién a la transformada de Fourier ordinaria, siendo esta un caso particular de esta nueva
transformada integral a la cual llamaron transformada de Fourier fraccional [10].

Su aplicacion proporciona una técnica conveniente para resolver ciertas clases de
ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales que surgen en la mecédnica cudntica en
los hamiltonianos cuadraticos, como lo es el oscilador armoénico. Esta transformada
puede tener una version en tres dimensiones. Como aplicacién del método a més de
una dimension, se puede estudiar la dindmica de los electrones en un campo magnético
constante y uniforme en mecanica cuantica [10].

Antes de entrar en detalle sobre como se define la FFT, vale la pena definir qué es
una transfomada integral, y con ello discutir algunas de las propiedades de la transfor-
mada de Fourier.

1.1 Transformacion integral

Una transformacion integral mapea una funciéon de su dominio original a un do-
minio diferente. En términos generales, cualquier transformada integral de la funcién
f(t), que se denota de manera general como g(x), se puede escribir de la siguiente
forma [13]:

2(x) = / " K0 f(0)dr. (1.1)

En el caso anterior, los limites [a,b] representan el dominio sobre el cual la funcion
f(t) estd definida, mientras que K (x,7) se conoce como el nicleo de la transformacion,
el cual permite hacer el cambio de la variable t a la variable x.

En otras palabras, una transformada integral es un cambio de base para la funcién
f(r). Nétese la similitud con el cambio de base definido para vectores en R”: si v; y v’
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son las componentes de un vector en R”, en una base inicial y final respectivamente,
y M;; son las componentes de la matriz que genera el cambio de base, entonces, se
encuentra que:

n
vi =Y Mijyv;. (1.2)
j=1

En términos de funciones, una funcién f(¢) que toma valores reales en la variable t se
transforma a otra funcién g(x) que toma valores reales en una nueva variable x median-
te el nicleo K(x,7). Ambas funciones, f(¢) y g(x), contienen la misma informacion,
pero cada representacion permite estudiar la funcién de una manera distinta [14]. Sim-
bolicamente se escribe la expresion (1.1) como:

8(x) =L f(1), (1.3)
donde se observa que la transformacion integral se puede interpretar como la accion de
un operador £ bajo una funcion. Este operador se asocia a una transformacion de tipo
lineal, debido a las propiedades lineales de la integral. Esta transformacion es particular
debido a que no solo transforma la funcién sino también el dominio de esta.

Para que estas transformaciones sean utiles debe haber una transformacion inversa.
Por lo tanto, si existe una inversa, se puede encontrar la funcién f(z) a partir de g(x),
evaluando:

L£7g(x) = £(0), (1.4)
donde £~ ! es la operacién inversa del operador que actua en la ecuacién (1.3). De esta
forma, es importante escoger el nicleo adecuado que permita que haya una transfor-
macion integral inversa.

El uso mds comun que se le da a estas transformaciones es al resolver ecuaciones
diferenciales, ya sean, de 6rdenes superiores. Esto, debido a que al transformar estas
ecuaciones, las derivadas e integrales se pueden reducir a polinomios o expresiones
mads sencillas para manejar matemdaticamente. Para esto, es necesario tener una inversa
porque al encontrar la funcién deseada en el espacio reciproco, se debe aplicar des-
pués la inversa para encontrar la funcidn en el espacio directo, que es lo que se queria
originalmente para resolver la ecuacion diferencial [13].

Un ejemplo de una de las transformaciones integrales mds usadas es la transformada
de Fourier. Después, se mencionard el caso de la transformada de Fourier fraccional.

1.1.1 Transformada de Fourier

Se sabe que una serie de Fourier posee unos coeficientes, denominados en la litera-
tura coeficientes c¢,, que sirven para representar una funcién periddica como una serie
de Fourier. Basicamente, los coeficientes de una serie de Fourier y la funcién misma
contienen idéntica informacion.

A pesar de la utilidad que presentan las series de Fourier, estas poseen cierta li-
mitacion, pues solo se pueden aplicar a funciones periddicas. No obstante, se puede
encontrar el andlogo de una serie de Fourier a una funcion no periddica; a esto se le de-
nomina una transformada de Fourier. Especificamente, la transformada de Fourier de
una funcién f(r) se define como:

FU0) =8 = o= [ fea, (15
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donde @ y t son variables conjugadas, F {} es el operador transformada de Fourier y
—L_¢i®" e5 el niicleo de la transformacién. La notacién de la transformada de Fourier

V2
1

no es enteramente universal, algunos omiten el prefactor 757 © toman el ndcleo con

un signo menos en el exponente. Los cambios en la notacién no cambian las matem4-
ticas. En procesamiento de sefales, f(¢), generalmente, representa el comportamiento
temporal de una sefial, y, por ende, su transformada de Fourier dard razén de su com-
portamiento en frecuencia.

Uno de los conceptos mds importantes en andlisis de Fourier es el del dominio de
Fourier. Este dominio es entendido como el espacio en donde la representacion de la
transformada de Fourier vive. Esto puede representarse a través de lo que se conoce
como un espacio de fase. El espacio de fase, tiene en su eje horizontal (que en fisica
estaria ligado a espacio o tiempo) el dominio de la funcién original, mientras en el eje
vertical esta el dominio de la transformada de Fourier de la funcidn, es decir, el domi-
nio de la frecuencia espacial o temporal. Con esto, se puede observar que el eje que
hace un dngulo de noventa grados sobre el eje horizontal, constituye el dominio de la
transformada de Fourier.

Por otro lado, se puede encontrar que la transformada de Fourier cumple una ecua-
cién de valores propios. Para poder llegar a esta ecuacion, se recurre a la funcién gene-
ratriz de los polinomios de Hermite (H|x)), que estd definida como [10]:

v v "
P = ZH”(X)E (1.6)

n=0

2
Si se multiplica la ecuacién (1.6) por e 2, se obtiene:
— 24 ox—12 o =
e 2 = Ze 2 Hy(x)—. (1.7)

Al aplicar la transformada de Fourier al lado izquierdo de la ecuacion:

1.2 2 1 <. 1.2 2
F {ezx +2xt—t } — / eflxkefjx +2xt—t dox 1.8
V21 J—e 18)
:e—%kz—ZkiH—tz, (1.9)

utilizando la ecuacién (1.6), se llega a:

8
I—
—

—it n
(Sl (1.10)
n!

Por otro lado, la transformada de Fourier del lado derecho es:

2 t"

F n;)e 2 Hn(x)a :nng{e 2 Hn(x)}a, (1.11)
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Aligualar lo que esta adentro de la sumatoria de la ecuacion (1.10) con lo de la ecuacion
(1.11), se obtiene la relacion:

2 2
F {eZHn(x)} = (—i)"e™ T Hy(K), (1.12)
que se puede reescribir como:
x2 ‘N K2
F {e_ZHn(x)} =e '2e THyk). (1.13)

De esta forma, se observa que la ecuacion (1.13) es una ecuacion de valores propios
en el espacio de funciones cuadrado integrables L?(R) [10]. Por lo tanto, las funciones

2
v, = e 2 H,(x), forman una base ortogonal en este espacio vectorial, la cual diagona-
liza el operador de la transformada de Fourier, y los valores propios asociados a estas
. _nn
funciones sone ‘2.

1.1.2 Nucleo y propiedades de la FFT

La idea de la FFT es en componer la transformada de Fourier con ella misma un
cierto nimero de veces. De este modo, se puede definir la FFT sobre una funcién f(t)
de la siguiente manera [15]:

FAf(t)} :=(FoFo..oF){f(t)} = ga(u), (1.14)

. g
-~

a

donde a es el orden de la transformacion y u el nuevo dominio de la funcién transfor-
mada. Ademas, el pardmetro a no se limita a valores enteros sino también puede tomar
valores reales. A partir de esto, se puede notar que la FFT a orden cero corresponde al
operador identidad y la FFT a orden uno corresponde la transformada de Fourier.

La accién de una transformacion lineal a veces a su funcién propia, es equivalente
a elevar el valor propio a la potencia a y multiplicarlo por la funcién propia. Lo mismo
puede hacerse con la transformada de Fourier, por lo que es una transformacioén lineal.
Por ende, se puede aplicar a veces la transformada de Fourier a la ecuacion de valores
propios encontrada en (1.13). Por lo tanto la FFT tendra las mismas funciones pro-
pias que la transformada de Fourier (FT, por sus siglas en ingles) pero con los valores
propios elevados a la potencia a [15]:

Y%

F Ay} =(e7"2) "y, (1.19)

dando lugar a la ecuacion de valores propios para la FFT.
De esta manera, para calcular la FFT de una funcion cuadrado integrable, se debe
expresarla en términos de las funciones propias de esta transformacion:

)= Y. Covnlt). (1.16)
n=0

Al multiplicar por y,, e integrar en u:

| wos)du= y G | wowar (1.17)
— n=0 -
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debido a la propiedad de ortogonalidad de las funciones v, se obtiene:

| wof0du= Y. G5 =), (118
- n=0
por lo tanto, los coeficientes C,, son:
Go= [ _wn) (o, (1.19)
aplicando a ambos lados la FFT a orden a:
FUf)} = Y GF*{wn(1)}, (1.20)
n=0
ga(u) =Y Coe ™7y (), (1.21)
n=0
wl) = ¥ ([ @) e ¥ v (122)
n=0 -

f(t)dr. (1.23)

Por comparacion, se observa que el término que estd en corchetes es el nicleo de la
transformacion, rectificando que la FFT sea una transformacion integral de la forma:

2alu) = /_ O;K(u,t) F(t)dr. (1.24)

Se puede desarrollar el término dentro del corchete de la ecuacion (1.23) para encontrar
el nucleo de la transformacion de forma explicita. Sin embargo, este desarrollo puede
ser un poco extenso y complejo. Por eso, es preferible atacar el problema de encontrar
el nicleo de la transformacion a través de su interpretacion geométrica.

Puesto que la transformada de Fourier representa una rotacién del dominio de la
funcién en un dngulo de noventa grados en el espacio de fase, hacer una FFT representa
una rotacion del dominio de la funcién en un dngulo arbitrario. Si la FFT de orden uno
es la rotacion de noventa grados del dominio en el espacio de fase, entonces se puede
relacionar el dngulo de rotacion con el orden de la transformada, de la siguiente forma,
a = 4. De esta forma, graficamente la FFT a orden dos es un operador de paridad
porque transforma transforma el dominio, al mismo pero con signo menos. La FFT de
orden cero es el operador de identidad, la FFT de un orden a’ compuesta por una FFT
de orden a es la FFT de orden (a’+ a). , la FFT de un orden @ mds un multiplo de cuatro
serd la misma FFT de orden a porque llega al mismo cuadrante en el espacio de fase.
Por ende, se pueden restringir los valores de a al intervalo (—2,2] 0 [0,4) [11].

A partir de esto, se busca un niicleo de la forma Ae'/ ), en analogia al nucleo de la
transformada de Fourier. En este caso, la derivada de f(¢) jugaria el rol de la "frecuen-
cia". Ademads, esta derivada debe ser un eje tal que, sea perpendicular a una recta que
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forme un dngulo « en el espacio de fase. Por lo tanto, si se traza una recta con distan-
cia u desde el origen a la interseccion con la recta perpendicular a esta en el espacio de
fase en las variables w y #, se obtiene el gréfico de la figura (1.1):

w

\ u csc(a)

a u sec(a)

\

Figura 1.1: Se muestran dos rectas perpendiculares en el espacio de fase de ® y t. Una de estas rectas
forma un dngulo o con el eje t, que tiene distancia u desde el origen hasta la interseccion con la recta
f'(t), perpendicular a esta. Tomado de [15].

En la figura (1.1), la pendiente de la recta f'() es tan(a + %), que por identidades
trigonométricas se puede escribir como ran(a + 5) = —cot (o). Se observan dos tridn-
gulos rectdngulos en la gréfica, el cual comparten un mismo cateto de longitud u. La
hipotenusa del triangulo mds grande es el intercepto en @ de la recta f’(¢). Debido a
que el dngulo entre la recta w y f’(¢) es a también. Entonces el cateto adyacente del
triangulo mds grande es de longitud xcos (&), donde x es el valor de la hipotenusa. Por
ende, para hallar la hipotenusa se utiliza el teorema de pitdgoras:

(xcos () +u? = x2,
al despejar x, se obtiene x = ucsc(a). La ecuacién de la recta queda como:
f'(t) = —cot(a)t +ucsc(a). (1.25)

Para encontrar el intercepto en 7, se hace f'(t) =0y se despeja ¢ en la ecuacién de la
recta. De esta manera, se obtiene que el intercepto en ¢ es usec(c). Ahora, para hallar
f () se integra la ecuacion (1.25), y para hallar la constante de integracion, se utiliza la
condicién f/(0) = ucsc(a). Por ende, se encuentra al integrar:
2
f(t) = ucsc(a)t — cot(Oﬂ)E.

Por lo tanto, se tiene que el ndcleo de la transformacién toma la forma:

ucsc((x)t—cot(a)%)

K@g:A@aﬁ( ,

donde A(u, o) es una constante de normalizacion. Se sabe que K (u,7) debe ser simétrica
en u y en ¢t. Para hacerlo asi, sin alterar las condiciones que debe cumplir f(¢), se debe
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w2
tener en cuenta un factor de ¢'°{(®)7 , que toma en cuenta la parte en u del factor de
normalizacién. Por lo que, el nicleo queda como:

2,2
at+u)

K(u t) _ A(a)ei(ucsc((x)t—cot( )%
Abhora, se va a calcular A(a), al efectuar el producto interno e igualarlo a uno:

AP FLFOIF DO} =1, (1.26)

Aplicando esto, se obtiene:

22
|A|2/ l/ f ucsc o)t—cot(a Jg dt] l f ucsc o)T— cot(a)%)dl_ du=1,

2

o o o . t2 uz . 7:2 u
_ |A|2/ f(t)/ f(T)/ el(ucsc(a)t—cot(a)%)e—z(ucsc((x)r—cot(a) - )dudrdt,
oo oo o . 2.2
_ ’AIZ/ f(f)/ f(f)/ el(ucsc(oc)(tf‘c)fcot(a)T)dudz_dt’

) o [2_1.2 R .
_ |A|2/ f(t)/ f‘(,L.)e—cot((x) 2 / emcsc(a)(r—’c)dudrdt’

si se usa el hecho de que [~ e dw = 2wS(t), entonces se realiza la sustitucién @ =
ucsc(@) y se obtiene:

— AP /_ NG /_ ) F(D)e @5 2ngin () 8(t — T)dedr,  (1.27)

_ |A[27sin (@) /_ Z FOF(0)di

como el (f|f) = 1, entonces:
A2z sin (o) = 1,

1

A= | —F——.
2msin ()

Abhora, solo queda encontrar la fase de A. Se sabe que a medida que o — 0, entonces
el nucleo debe aproximarse a una funcion delta. Por lo que, a orden cero la FFT es la
misma funcién f(z). Para realizar este limite, se utilizara el hecho de que:

Ademds, a medida que o — 0, csc(ot) — cot(a) — < y sin(ot) — 0. Ast:

1 i(ucsc a)t—cot(Q M) 1 M_'ﬁ_-ﬁ
Jiuese(@p—cor(e) =52) _ | :
—0

Iimy/ ———
£—0 271'8111(06) £
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1 j 22
— lim eﬁ(Zm‘—z —u )
e=0V 2T
= Iim ! o7 (u=1)?
e—0V 2K

Por lo tanto, se necesita dividir la constante por \/; — e . Esta fase solo se aplica cuando
o = 0. Sin embargo, la fase debe ser uno cuando & = %, debido a que a ese dngulo ya se
obtiene el nucleo de la transformada de Fourier. Por lo tanto, se necesita una funcion de
a que haga que para o = 0 la fase sea ed, y para oo = % sea uno. Por ende la constante
de normalizacion finalmente queda como:

O T
e’(T_Z)
A= ——.
2msin(a)
Finalmente, se incluye esta constante al nicleo y con ello se puede describir la FFT
como una transformacioén integral de la forma [15]:
(If +M ))

el (uesc(a)t—cot(ar)

F{f(1)} = dt. (1.28)

el(5—%)
\/2msin(o / f)
1.2 Ejemplo dela FFT

A continuacién, se realizard un calculo, para conocer cudl es la FFT de dos gaus-
sianas separadas una distancia 2d. Para el calculo, se utilizara la definicién de FFT de
Victor Namias [10], la cual es casi la misma que la ecuacién (1.28), pero cambian los
signos de los exponenciales. El cambio de signo no afecta la transformacion, es andlo-
go a cuando a veces la transformada de Fourier se define con un mas o con un menos
en el exponente.

1.2.1 FFT de dos gaussianas separadas una distancia 2d

La funcion de una sefial de dos gaussianas separadas una distancia 2d es:

u(y) = N(e™ 074" 4 b+, (1.29)
donde N es una constante de normalizaciéon y a = #. o, es la incertidumbre de la
gaussiana. La FFT queda de la siguiente forma: ’

e_i<%+%) . I VI 2 . .
F {u(y)} —N e lCOt(Oqu/Z)/ ( a(y—d) e icot(a)y /Zelyqy/sm(a) (1 30)
2msin(or) —oo

_|_efa(y+d)2e*icot(a)y2/2eiyqy/sin(a))dy.

Se puede ver que la ecuacién (1.2.1) consta de la suma de dos integrales.
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Antes de comenzar a integrar, se va a recordar como es la integral de una gaussiana

genérica:
—av? —a(v:—
/oo oD +by+cdy o /” . a(y by/a)dy,

— ¢ /o<> e—a(yz—by/a+b2/4a2)+b2/4ady’

_ ec‘+b2/4a /oo e—a(y—b/Za)zd%
Al hacer un cambio de variable del tipo u = x — b/2a, y por ende du = dx:
_ ec+b2/4a /DO e—auzdu

Al hacer otro cambio de variable del tipo v = y/au, y por ende du = dv

2 © _2dv
:ec+b /4a/ eV \/_
—o0 a

La integral del tipo [~ e‘yzdy es igual a /& [13]. Por lo tanto:

/oo e—ay2+by+cdy _ \/Eec+b2/4a. (1.31)
o a

Para la primera integral de la FFT, se obtiene:

s

/Oo e—a(y—d)2e—icot(a)y2/2eiyqy/sin(a)dy _ /oo e—ay2+2ayd—ad2—icot(a)y2/2+iqyy/ sin(oc)dy,

—00

_ T o—ad? ,(2ad+igy/sin(@))? /4(aticot(@) /2)
a+icot(a)/2 ’

_ T efad2eazdz/(a+icot(oc)/2)eadiqy/sin(a)(a+ic0t(a)/2)efq§/4sin2(oc)(a+icot(a)/2)
a+icot(or)/2 '

La segunda integral queda como:

/oo e—a(y+d)2e—icot(oc)yz/Zeiyqy/sin(oc)dy _ /oo e—ay2—2ayd—ad2—icot(a)y2/2+iqyy/ sin(ot)dy7

—0Q

_ T o—ad? (—2ad+igy/sin(a))? /4(a+icot(a)/2)
a+icot(or)/2 ’

_ T e—ad2eazdz/(a—i—icot(a)/Z)e—adiqy/sin(a)(a+icot((x)/2)e— %/4Sin2(a)(a+icot(a)/2).
a+icot(a)/2

Al sumar estas integrales y recordando la identidad de Euler ¢’ = cos(8) +isin(8), se
obtiene la FFT de dos gaussianas separas una distancia 2d:

AN
S—

—i(%+
P ()} =N e, [
(04

27 sin( a+icot(a)/2




14 Transformada de Fourier fraccional

e—ad2—q%/4Sin2(Ot)(CH—iCOt((X)/z)+azd2/(a+iCOt(a)/2)2COS adqy .
sin(ot)(a+icot(a)/2)

A continuacién, se van a mostrar graficas de [F*{u(y)}|?, para N = /2, o, =
0,3525mm, d = 3,5mm, para distintos valores de .

2
Fuynl

100

-10 5 0 5 10
| q_y[1/mm]

Figura 1.2: Modulo cuadrado de la FFT espacial, a orden un medio, de dos gaussianas separadas una
distancia de 7mm. Cada gaussiana tiene una incertidumbre de 0,3525mm.

IF? fuiynl’

-3 2 -1 0 1 2 3
q_y[1/mm]

Figura 1.3: Modulo cuadrado de la FFT espacial, a orden uno, de dos gaussianas separadas una
distancia de 7mm. Cada gaussiana tiene una incertidumbre de 0,3525mm.
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2
[F el

%]

-115 -1 0!5 0 0.5 1 1!5

" q_y[t/mm]

Figura 1.4: Modulo cuadrado de la FFT espacial, a orden g, de dos gaussianas separadas una distancia
de 7mm. Cada gaussiana tiene una incertidumbre de 0,3525mm.

2 2
IFutyl

6
q_y[1/mm]

Figura 1.5: Modulo cuadrado de la FFT espacial, a orden %, de dos gaussianas separadas una distancia
de 7mm. Cada gaussiana tiene una incertidumbre de 0,3525mm.

1.3 Implementacion optica de la transformada de Fourier
espacial

Para poder describir que tipo de sistema Optico genera la transformada de Fourier
espacial, primero toca recordar algunos conceptos sobre la difraccion, y definir qué es
una funcién de apertura y una funcién de transferencia en este mismo contexto.

Una apertura se puede pensar como un objeto que bloquea toda la luz en cierta
region y después la deja pasar. La funcién de apertura en este caso representa como
cambia la intensidad de la luz en el espacio, justo después de pasar por la apertura. Por
ejemplo, en una dimension, si se tiene una apertura que deja pasar la luz solo en x =0
y X = a, siendo a un niimero positivo, la funcién de apertura asociada g(x) es una fun-
cién que es cero desde menos infinito a cero y de a a infinito, y uno para valores entre
cero y a. En este caso, el hecho de que la funcién g(x) valga uno significa que la luz
esta pasando toda su intensidad en esa region. Si por ejemplo se pusiera un filtro que
bajara la intensidad a la mitad entonces la funcién es % entre cero y a, y cero en el resto.
Este ejemplo representa una rendija. También, podrian haber varias rendijas, que dejan
pasar la luz en su totalidad o parcialmente, teniendo una funcién g(x) general para la
apertura unidimensional. También, las funciones de apertura pueden generar cierta fase
a la seiial 6ptica. Por ejemplo, agregarle un material con indice de refraccion diferente
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al del medio y en el que se pueda transmitir la luz, hace que se genere cierta fase. Ade-
mads, esta fase puede variar espacialmente si se piensa de forma mds general, es decir
que la fase sea del tipo /™), donde f (x) es una funcion de la posicion. Con esto, sur-
ge la pregunta de si cualquier objeto que obstaculice la luz puede generar una funcién
de apertura, entonces,cudl seria la funcidn de apertura de un lente, y efectivamente mas
adelante se explica cudl es, y se llega a que precisamente este afecta la fase de la onda.
Por lo cual esto deja a entender que los lentes se usan en realidad como elementos di-
fractivos.

Hasta aqui, se ha mencionado sobre la difraccién en términos de como la luz se
comporta al pasar sobre una rendija. Pero la difraccion es mucho més general que eso.
En realidad la difraccién trata sobre como la luz evoluciona espacialmente o como se
propaga. De hecho, las rendijas son una manera particular de generar un patrén. Por lo
que si se quisiera tener un patrén circular, rectangular, etc, todo esto se podria hacer con
rendijas. Por ende, se habla de funcién de apertura cuando se sabe como luce un campo
electromagnético bajo cierto plano, por ejemplo en x = 0. Por lo tanto, al observar en
un plano la intensidad de una onda electromagnética que se propaga en el espacio, se
ve su funcion de apertura. Cuando no hay ningin objeto que obstruya la onda, se le
conoce como funcién de campo.

Después, de pasar por la rendija o observar su patrén en un plano, se puede ahon-
dar en la pregunta de como seguird evolucionando la onda y que patrén se observaréa en
un plano diferente a una distancia determinada. Mas aun, si se tiene un sistema optico
compuesto por muchas aperturas a diferentes distancias, es normal preguntarse como
se verd el patrén al final. Todo esto es lo que estudia la difraccion y es la que respon-
dera la pregunta sobre que sistema de aperturas generara la transformada de Fourier
espacial del perfil transversal de una onda [16].

g (x) yWiad

y i i

Figura 1.6: Se muestra una funcion de apertura g(x), la cual deja pasar una perturbacion dptica. Cada
fuente puntual genera una onda esférica. A una distancia de d se observa una funcion de apertura

Gour (Xs).

En primer lugar, se tiene una una funcién de apertura g(x) cémo se observa en la
figura (1.6). Ademads, después de que una perturbacion Optica pase por esta, se va a
componer de un grupo de fuentes puntuales infinitesimalmente pequefias. Cada fuente



1.3 Implementacion optica de la transformada de Fourier espacial 17

puntual emana una ondas esférica que va de la forma ifr donde r, donde r es la mag-
nitud del vector que apunta desde una fuente puntual hasta una pantalla. Por lo que en
general lo que se va a observar en la pantalla (g, (x;)), donde x; es la coordenada es-
pacial de la pantalla) es la suma de cada onda esférica, las cuales tienen unos pesos
establecidos por la funcion de apertura, quedando una integral de la forma [16]:

oo eikr
/ —g(x)dx. (1.32)

—oo I

Entonces, usando esto se busca entender que una de las maneras mds intuitivas en pen-
sar la propagacion de ondas es no en términos de la funcion de apertura, sino a través
de su espectro espacial G, (k). Por lo cual, se pretende encontrar una funcién de trans-
ferencia que al multiplicarse por G;,(ky) pueda obtener la transformada de Fourier de
la funcion de apertura en la pantalla G, (ky,)-

cqo II."‘ ( kx)

e

-d

Figura 1.7: Se muestra la FT de una funcion de apertura G, (Ky), y se propaga una onda plana de esta
funcion desde 7z =0y z = d. La onda plana tiene longitud de onda A y un vector de onda k. A una
distancia d se obtiene la funcion Gy (ky).

Para esto, tomemos como guia la imagen (1.7). Supongamos que se tiene el espectro
espacial de la funcién de apertura. Por lo tanto, se debe encontrar cudl es el espectro
en la salida, ubicado en una pantalla a una distancia d. Primero, el espectro espacial
se puede pensar como un montén de ondas planas a diferentes dngulos. En este caso
la onda que se propaga en la figura (1.7) presenta un dngulo 0 y tiene una longitud de
onda A. Por lo tanto, si se quiere encontrar cémo G, se transforma a G, lo tnico que
se debe tener en cuenta es como cualquier onda plana con un cierto dngulo, se propaga
desde el plano inicial y el plano final, para un valor arbitrario de k,.

La ecuacién de una onda propagindose en el eje z es proporcional a e a
fase se tomo igual a cero. Esta onda tiene un nimero de onda igual a k = (k, k). Por

lo cual, al hacer el producto punto la ecuacion de la onda queda como ek th2) i solo
tomamos en cuenta la parte espacial. Ahora, queremos saber que pasa si propagamos
la onda de un plano a otro plano. Sea el plano de inicio en z =0y el final en z = d. Por
lo tanto, en z = 0 la onda plana queda como ¢'*¥)_ Por otro lado, si se evalda en z = d
queda como ellkexthd) — pikixoikid e gbserva que se multiplica la onda plana original
por un factor de e)«. Este factor es la funcién de transferencia para la propagacién de
una distancia d, Hy = %4,

(kr—or) |
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A pesar de haber encontrado la funcién de transferencia, seria ttil dejar &, en térmi-
nos de la magnitud de k y de k,. Para esto se utiliza el hecho de que

k|* = k3 + k2,

ky =/ k—k2,

donde se tomo |k| = k. Al factorizar k:

al despejar k;:

ke
Abhora, se utiliza lo que se conoce en Optica como la aproximacion paraxial, es decir,
el vector de onda k es mucho mds grande que kx o las componentes perpendiculares
a la direccién de propagacion de la onda. Por ende, si se utiliza expansion de Taylor
VI4+e~1+5 (Je| < 1), delo que esta en la raiz, se obtiene:
k2
k, ~k— =,

2k
De esta manera la funcién de transferencia queda como [16]:

. k3d
H; = elkde—l#.

El primer término es una constante que se puede obviar por el momento, y por lo tanto
la funcidn de transferencia es proporcional a:

2d

Hyoce P2k, (1.33)

De hecho, esta funcién de transferencia al pasarlo al espacio de posicion por medio del
teorema de convolucién, podrd generar lo que se conoce como la difracciéon de Fresnel.
Esta difraccion dice como es el patrén de difraccion del campo eléctrico, en una panta-
lla a una distancia d, no muy grande, de una apertura.

Ahora, para poder entender como es la funcidn de transferencia de un lente, primero
se va a hablar sobre la funcién de transferencia de materiales transparentes con indices
de refraccion diferentes al medio. Supongamos que el medio es aire. Por ejemplo, si
se tiene una onda plana propagiandose en el aire y se pone un apertura transparente
de distancia L, la transmision de su intensidad no se vera afectada. Pero si afecta la
luz, debido a que le agrega cierta fase a la onda, por tener un indice de refraccion n,
diferente de uno. Se sabe que la funcion de transferencia de una onda que se propaga
una distancia L, a lo largo del espacio en el eje z, es ¢/*L. Si en vez de aire, se tiene
un material de un indice de refraccién n y tiene de largo una distancia L. Cuando la
onda pase por el material esta tendrd una longitud de onda mds pequefia. Esto debido
a que de acuerdo con la ecuacién que relaciona el numero de onda con la velocidad de
propagacion:

/
k:;,
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donde k’es el nimero de onda dentro del material, v es la velocidad de la onda en el
material y @ la frecuencia temporal. Al dejar la velocidad en términos del indice de
refraccion:

k/

R k’

n

K = kn. (1.34)

Por ende, se observa en la ecuacion (1.34), que el nimero de onda es mayor en el
material, dado que n es mayor que uno. Como k = Z)L—”, entonces la longitud de onda es
menor en el material. Por lo tanto, la funcion de transferencia dentro del material serd
¢*L Por lo tanto, se puede definir la funcién de apertura como la diferencia de fase
entre el medio (aire) y el material.

gm(x) _ ei(kankL),
donde g;,(x) es la funcién de transferencia de la onda después de pasar por el materia
[16]1:

gm(x) _ ei(n—l)kL.
La intensidad de la funcién de apertura sigue siendo uno porque como se mencioné an-
tes, este material no afecta la intensidad sino la fase. Conociendo como es la funcién
de apertura de un material homogéneo con distancia L, se puede entonces pensar como
seria la funcion de apertura de un material que tenga cierta curvatura, como la de un
lente, donde su distancia varié en funcion de x.

|

Origtn 4
Sl |
—

Figura 1.8: Se muestra un lente plano convexo de altura a, radio de curvatura R y un ancho que varia
con el eje x, L(x).

Primero se va a encontrar la funcién de apertura de un lente plano convexo, segin
como se muestra en la figura (1.8). Como se puede notar en la figura (1.8), el lente tiene
una altura a y un ancho que varia con la distancia en x, L(x). En este caso la funcién
de apertura del lente es /"= DKL) _Sj es un lente esférico, se sabe que se debe cumplir

la ecuacién x% + z2 = R?. Donde R es el radio de curvatura del lente. La ecuacién se



20 Transformada de Fourier fraccional

puede reescribir como x?> + L(x)? = R?, debido a que la coordenada en z esta dada por
la distancia L(x). Al reemplazar L(x) se obtiene:

L(x) = vV R?> — X2,

al factorizar el radio de curvatura:

2
X

En 6ptica normalmente los lentes tienen un radio de curvatura muy grande comparado
con el largo del lente. Por ende, x < R, y se puede hacer una expansién en serie de
Taylor:

x2

L(x)~R——.
(x) R
Se puede notar que la distancia L sigue una ecuacion de una pardbola. Al poner este
valor en la ecuacion de la funcidn de transferencia se obtiene [16]:
. , 2

gl(x) _ el(n—l)kRe—l(n—l)kzx—R'
El primer término es una fase constante, ya que, no depende de x. Por lo tanto, se va a
ignorar. Ahora, en dptica geométrica, para un lente plano convexo [17]:

l_n—l

f R’
donde f es la distancia focal del lente. Por lo tanto, al reemplazar esto en la ecuacién

(1.3), se obtiene:
2

gi(x)=e"27.

Si se ponen dos lentes plano convexos juntos, forman un lente biconvexo. Se obtendra
la misma funcidén, debido a que lo Ginico que cambia es que 11_3’ ahora es igual a Rll + Rlz,
donde R; y R», son los radios de curvatura de cada lente plano convexo. Por lo que la
sustitucion serd la misma y se obtendra la misma funcién de apertura. Hay que tener
en cuenta que f, ahora seré la distancia focal del lente biconvexo y no de un solo lente
plano convexo.

Por otro lado, si queremos hallar la funcién de transferencia del lente en el espacio
de frecuencias, entonces se debe

f’; Jun(x) va lente fxs
> Riconuex o 3‘011*(1’)

,”
3 ﬁms(f ) (‘9 1‘"’L“;x H

Figura 1.9: Se muestra una funcion de apertura g;,(x), que se propaga hasta llegar a un lente biconvexo

de distancia focal f. La funcion de apertura justo antes del lente es gy x), ¥ justo después es gjen+ (x7).
A una distancia 2f después de la funcion g, (x), se observa una funcion de apertura gy (x;).

S
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Teniendo claros estos conceptos presentados y la funcion de apertura de un lente
biconvexo. Se puede describir cémo un lente puede generar la transformada de Fourier
de un campo eléctrico por medio de un sistema 2f. Para la descripcion del sistema
2f, se toma en cuenta la figura (1.9). En esta figura se puede notar que bdsicamente
un sistema 2f esta compuesto por el perfil transversal de un campo eléctrico (ya sea
después de pasar por una apertura o sin pasar por una), denotado por g;,(x), esta a una
distancia igual a la distancia focal (f) de un lente biconvexo, y se observa el patrén
formado después de otra distancia f del lente g, (xs). El eje x en el lente se denota
como x; y en el plano de observacién como x;.

Primero, escribamos la FT de la funcién de apertura antes pasar por el lente, al
aplicar la funcién de transferencia (ecuacion (1.33)) de la propagacién de una onda una
distancia f a la FT de la funcién de apertura de entrada:

K2 f

Giens— (kx) = e_lTGin(kx)a (1 35)

donde Gy,,s (k) es la FT de la funcidn de apertura antes pasar por el lente. Se sabe por
la ecuacion (1.3) que la funcidn de transferencia justo después de pasar por el lente es:

2
.kxl

25

8lens+ = e .glens—a

donde g;.,s— es la funcién de apertura justo después de pasar por el lente. Ahora, para
poder obtener la funcién de apertura de salida se utiliza la difraccién de Fresnel, que
en otras palabras es utilizar el teorema de convolucion en la ecuacion Gy = HrGjepgs,
donde Hy es la funcién de transferencia dado una propagacion f en la direccion z:

. kx%

8out (xs) = 8lens+ (xl) xe' 2l )

o .k(xx—xl)z
8out (xs) = / 8lens+ (xl)el 2f dxl:

—0Q

g [ Ly
gout(xs) =e? / 8lens+€ e 7 dx;. (136)

—0Q

Si el vector de onda forma un dngulo 6 con respecto al plano y — z, entonces ksin(6) =
ky. Bajo la aproximacion paraxial sin(6) =~ % Por ende, ’% = k,, al reemplazar esto en

la ecuacién (1.36), se obtiene:

2 ) kx?
_ il%g iT]l” *ikxxld
8out (xs) =e 8lens+€ € Xi.

Si se reemplaza g;.,s1 por la ecuacion (1.3), se llega a:

kxZ [0 k? ke "
55 —int imr —
gout(xs) =e / Slens—€ e e " Mdx,

—0Q

dof oo .
57 —ikyx
gOul(xS) =e % / 8lens—€ ldxla

—00
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se puede notar que la integral es precisamente la FT de la funcion de apertura justo
antes de pasar por el lente G5 .

k2

Sout (xs) = ei 2; Glens— (kx)7
al reemplazar Gy, por la ecuacién (1.35), se obtiene:

k2 K2
gout(xs) = elTﬁe_lgTGin(kx).

Al utilizar la substitucién k, = ’% en la ecuacién:

kx? . kx%

Gout(x5) = €' €U Gy (ky),

obteniendo finalmente [16]:
Sout (xs) = Gin (kx)a

es decir, la funcién de apertura en la pantalla es la transformada de Fourier espacial de
la funcién de apertura de entrada. Lo cual es lo que se queria demostrar. Por ende, el
sistema 2f permite esta transformada de Fourier para un campo eléctrico de entrada.



Capitulo 2

Funcion de distribucion de Wigner

2.1 WDF en analisis de senales

Una de las funciones que implementa una representacion de una sefial en el espacio
de fase es la funcién de Wigner (WDF, por sus siglas en ingles). La WDF es utilizada
en muchos campos, como procesamiento dual de frecuencia y tiempo, compresion de
datos y procesamiento de informacion oOptica [18].

La motivacion de la WDF es que se reduce a la funcion de densidad espectral en
todo momento ¢ para procesos estacionarios, pero es totalmente equivalente a la funcién
de autocorrelacion no estacionaria. Esta funcién de densidad espectral informa c6mo
esta distribuida la potencia o la energia de una sefial sobre las distintas frecuencias de
las que estd conformada. Por lo tanto, la funcién de Wigner dice (aproximadamente)
como cambia la densidad espectral en el tiempo [19]. Para dos variables conjugadas y
Y ¢y, la WDF de una sefial u(y) se define como [20]:

oo y/ y/ ) ,
Wu(y,qy) = /_ u (y— 5) i (y+ 5) e "DV dy! (2.1)

A veces se suele poner un factor de 27 en la exponencial o el signo suele ser di-
ferente. Sin embargo, esto no cambia el significado fisico de la funcién, como a veces
también suele pasar con la transformada de Fourier. En este capitulo no se centrard en
la demostracion de donde sale la funciéon de Wigner. Esta se puede encontrar en [19].

2.2 WDF en Mecanica Cuantica

La WDF en el contexto de la mecdnica cudntica, se introduj6é con el propdsito de
poder representar estados cudnticos en el espacio de fase. La naturaleza cudntica de es-
tos estados tienen en cuenta el principio de incertidumbre. Este principio implica que la
representacion de la distribucion de probabilidad de un estado en el espacio de fase, en
las variables conjugadas p y ¢ no esta bien definida porque ya que no se pueden realizar
mediciones simultdneas de estas dos variables [21]. Una forma de afrontar este proble-
ma es definiendo estas funciones, como funciones de cuasiprobabilidad. Una de las
funciones mas conocidas de estas funciones de distribucion es la WDF. Estas funciones
de cuasiprobabilidad son ttiles porque permiten representar propiedades cuénticas de
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un estado. Para un estado puro unidimensional, su WDF en las variables g, y y es [7]:

y yay
W(y,qy) = h/ (——) <y+2) “wdy, (2.2)

donde £ es la constante de planck y y/(y) es la funcion de onda del estado en la variable
y. Se observa como en la ecuacion (2.2) la WDF tiene una relacién directa con la
funcién de onda, y esta funcién de onda de hecho da cuenta de las propiedades cudnticas
de un estado dada una representacion.

Abhora, si se integra con respecto a gy, se obtiene:

oo 1 [ / , - ay /
/—ooW(y’ 4y = E/_oo"’ (y_ yE) v (y+y§> /_ooe_lthydy : (2.3)
h/ (y__> (y+y2) S0 )y = [y, (2.4)

el cual es la densidad de probabilidad en la variable de posicion y. De forma andloga,
si se integra sobre y, se obtiene:

/_ZW(y,qy)dyZ 10(qy) 1%,

donde ¢(qgy) es la funcién de onda del momento en el eje y, y estd relacionado con la
funcion de onda en posicion por una transformada de Fourier. Por lo que al integrar en
la variable y se obtiene la densidad de probabilidad en g,

Por otro lado, como otras distribuciones, la funcién de Wigner puede ser usada
para calcular valores promedios. Sin embargo, las funciones de los operadores y y gy
para ser promediadas deben ser Weyl-ordenadas, es decir simétricamente ordenadas en
términos de estos operadores. Por ejemplo, la funcion clasica yg, debe ser reemplazada
por (¥4, + 4,¥)/2, esto debido a que en mecdnica cudntica no todos los operadores
conmutan entre si. En general si {G(J,4y) }w es una funcién Weyl-ordenada, entonces

[7]: N
(G4 hw) = [ {G(3.4))}wW (r.,)dyda, 25)

corresponde al promedio de la funcion en el espacio de fase.

2.3 Ejemplos de WDF

A continuacién, se mostrard cudl es la WDF de un estado de gato en mecdanica
cudntica, y se realizard un calculo explicito de la WDF de dos gaussianas separadas
una distancia 2d.

2.3.1 WDF de un estado de gato

Un estado de gato en mecdnica cudntica se define como una superposicién de dos
estados coherentes, que tienen una fase de /2 entre ellas [7]:

cat) = N(|a) £ | — ),
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Siendo N una constante de normalizacion. Un estado coherente se define como una
superposicion de estados de Fock (|n)):

—\a@

Z a" \/_
En este caso se mostrard como es la WDF de un estado de gato de la forma:

|cat) = N(|&) — | - @),

Este estado se le suele dar el nombre de estado de gato impar [7]. El procedimiento se
puede encontrar en [7]. Por lo cual, la WDF es:

1
m(14e20%)

n)

Wear (x,) (6_2(’“_‘)‘)2_2y2 R P cos(4yoc)) :

. )
*‘3}'\\*“\}\\ ‘

Figura 2.1: Grdfica de la funcion de Wigner en funcion de y y x, de un estado de gato impar. Tomado

de [7].

2.3.2 WDF de dos gaussianas separadas una distancia 2d

Se va a utilizar la misma funcion de la ecuacion (1.29). Calculando por a parte:
u(x—y' [2) = N(e a0'/2=d) | pmab—y//24d)?y (2.6)
ut (y -|-y//2) = N(e—a(y—i—y//Z—d)z + e—a(y+y’/2+d)2). (27)
Al multiplicar (2.6) con (2.7):
ulx—y /2)u* (y+y' /2) = N2 (e~ al0— 2=+t /2=d)7] | p=all—y/[+d)*+ (' /2 )]

+e—al =Y 2=+ 0! [24d)°] . gmal(=y/24dP (4 /24d))

La funcién de Wigner esta dada por la ecuacion (2.1):

W (y,qy) = N? /_°° (e ol0 /2= 4y [2-d)?] 4 pmall—/[+d)*+ (' /2]
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+e—al0=y 2=dP 04 [24d)]  pmalv=y /24dP (Y [24d)%] ) iy gy

La integral se divide en la suma de cuatro integrales. Al desarrollar el exponente de
la primera integral:

(y=y'/2)=d)>+((y+)'/2) —d)* =2y +y* /2 — 4yd + 2d°,

292 +y? /2 —4yd +2d> = 2(y—d)? +y? /2.

Abhora, el exponente de la segunda integral:

(=y'/2)+d)* + (0 +)'/2) —d)* = 29"+ /2~ 2y/d +2d°.
El exponente de la tercera integral:

(=¥'/2) =d)* + (v +)'/2) +d)* = 25"+ /2 +2y/d +2d°.
Por dltimo, el exponente de la cuarta integral:

((=Y'/2)+d)*+((v+)'/2) +d)* =29 +¥? )2+ 4yd + 247,

292 +y? /2 +4yd +2d> = 2(y+d)?> +y? /2.

Las integrales se calculardn con la formula de la ecuacién (1.31). Primero se calculara
la primera integral , utilizando el resultado de (1.31):

/ e—Za(y—d)ze—ay'/Z—iqyy’dyl _ e—Za(x—d)2 /2_7re—q§/2a_
oo a

La segunda integral es:

Sl S ) 2T 5 2 o 12 N2
/ e 2ay-—2d any da—igyy' —y a/2dyl — /22, 2ay-—2d e(Zda iqy) /2a’
PSS a

[2T8 5,2 220 2420 —ddiae — a2
— |2l g2y 2d and ap 2dlqye qy/2a'
a

Utilizando la identidad de Euler. Se obtiene:

/oo efzayz*Zdzaezyld“*"qyy/*y/z“/zdy' = \/Z—Eefzayz(cos@dqy) —isin(2dgqy)).
—oo a

La tercera integral es:

I P SR A ) [27C 5 2 52 (_ng i N2
/ e 2ay-—2d a, 2y'da—iqyy'—y a/2dyl — /e 2ay-—2d ae( 2da—iqy) /2a,
oo a

[2F8 5.2 520 2824 —dice — o2
— | 22 g 20y -2d%a 2d%a ,—2digy , qy/Za’
a

o / L 21
/ o~ 20y’ —2d%a ,~2y da—iqyy' —y 2a/zdyl | £ 20y (cos(2dgy) + isin(2dg,)),
—oo a
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La cuarta integral es:

/ e—2a(y—|—d)2e—ay’/Z—iqyy’dyl _ e—2a(x+d)2 / Z_ﬂe—qg/Za.
—oo a

Al sumar las cuatro integrales, y factorizar términos, se obtiene la funcién de Wigner
de dos gaussianas separadas una distancia 2d:

W.(v,qy) = NZ\ / 2—ne_‘13/2“ [e_z"(y_d)2 + ¢2a0+d) + 220" cos(2dgy)].
a

Si se toma 6, = 0,3525mm, d = 3,5mmy N = \/%, se obtiene la siguiente grafica:

_5 y[mm]

o W(y,q_y)

-2

0
. a_y[1/mm]

Figura 2.2: Grdfica de la funcion de Wigner en funcion de y y q,, de dos gaussianas separadas una
distancia de 7mm. Cada gaussiana tiene una incertidumbre de 0,3525mm.

Se puede observar que la figura (2.2) es muy parecida a la WDF de un estado de
gato impar, dada por la figura (2.1).
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Capitulo 3

Relacion entre la WDF y la FFT

Para poder entender la relacion de las dos funciones que se han descrito en los
dos capitulos anteriores, la WDF y la FFT, se va a introducir una nueva transformada
integral, la cual es la transformada de Radon.

3.1 La transformada de Radon

La transformada de Radon fue introducida en 1917 por Johan Radon [22]. Posterior-
mente fue utilizada en el diagnostico médico mediante tomografia digital de rayos-x.
Mediante esta transformacion es posible crear una imagen 3D a partir de los datos de
proyeccion asociados con escaneos transversales de un objeto [23].

La idea clave de Radon fue que cualquier funcidn integrable f(x, y) puede represen-
tarse de manera tnica mediante todas las integrales de linea recta sobre su dominio vy,
por lo tanto, recuperarse de ellas. Por lo tanto, la proyeccion de la funcion sobre una de
estas lineas es [12]:

p) = [ S0 1)

donde [ representa la linea sobre la cual se esta integrando. La ecuacion (3.1) se puede
formular, a partir de coordenadas polares [12]:

p(8,5) = /_i/_if(x,y)(S(xcos(G)+ysin(9) — s)dxdy,

siendo 0 el dngulo entre el vector normal de las lineas y el eje x y s la distancia ortogonal
entre la linea y el origen. La figura (3.1) muestra lo que representa s y el angulo 0
en el plano x-y. La delta garantiza que la integracion se realice a lo largo de la linea
respectiva.
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ny

reost 4+ ysint = s

|:.

v =

)

Figura 3.1: La recta azul en el plano x-y, estd descrita por la distancia S, y el dngulo 0. Esta represen-
tacion da lugar a la ecuacion de una linea, a la cual se va a proyectar una funcion de dos variables
f(x,y). Tomado de [12].

Para un dngulo fijo 0 la funcién unidimensional pg(s) o p(6,s), es llamada la pro-
yeccion. Convertir los valores de la funcion f(x,y) en valores integrales de linea p(6, s)
se conoce como la transformada de Radon (Rg[f(x,y)]) en 2-D, y su nicleo es la delta
de Dirac mostrada en la ecuacién (3.1). El objetivo de la reconstruccién de la tomo-
grafia computacional (CT, por sus siglas en ingles), es el célculo de los valores de la
funcion original a partir de los valores integrales de la linea de medida. Esto se hace a
través de la transformada inversa de Radon.

El ’Fourier slice theorem’, dice que si se tiene la FT de una funcién G(u,v) =
F{f(x,y)}y de la proyeccién P(&,0) = F{pg(s)}, entonces se cumple que [12]:

P(E,0) =G(Ecos(0),Esin(0)). (3.2)

Este teorema es usado para encontrar una funcién f(x,y), a partir de la convolucién de
h(s)y p(6,s):

T

f(xay) :/O (p(97s) *h(s))|s:xcos(9)+ysin(6)d97

donde (s) viene dado por:

o) = [ IElem e,

y puede interpretarse como el nulceo de una transformacion integral.

3.2 La WDF y la transformada de Radon

La distribucion marginal para y y g, después de una fase 6 en el espacio de fase en
mecdnica cudntica, puede definirse como [6]:

(o]

pr(y,e):/ W (ycos (6) —gysin(6),qycos (8) +ysin(0))dgy.  (3.3)

—00
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La ecuacion (3.3), tiene la forma de una transformada de Radon. La funciéon de Wig-
ner se puede encontrar usando la transformada inversa de Radon. Por el ’Fourier-slice
theorem’ de la ecuacion (3.2), la funcién de Wigner se puede escribir como [6]:

W) =505 [ [ RalW(ra)lh(yeos(6) +aysin(6) — 5)dsde,

con la funcién A(s) [6]:
1 = .
> Il

Por otro lado, es importante notar que si 8 = 0 en la ecuacién (3.3), entonces, se
obtiene:

r(3,0) = / W (y,qy)dqy,

y por la ecuacién (2.3), esto es igual al modulo cuadrado de la funcion u(y) sobre la
cual esta actuando la funcién de Wigner, esto implica:

Ro[Wu(y,qy)] = |u(y)[*.

Por lo cual, la proyeccion de la WDF en el eje y, y vive en el dominio de la funcién
original, y en el contexto de la mecénica cudntica se interpreta como la distribucion

marginal en el eje y. Ahora, si 6 = J:

P 65) - W

esto es lo mismo que haber rotado la funcién de Wigner, un 4dngulo de 7 [18], e integrar
sobre la coordenada y. Esto implica que:

Rx[Wu(y,qy)] = [F {u(y)}|*. (3.4)

Se observa que la transformada de Radon a un dngulo de 7 es igual a la transforma-
da de Fourier de la funcion u(y), y por ende, por la ecuacion (2.4), se interpreta como
la distribucion marginal en g, en mecdnica cuéntica. Por lo tanto, la proyeccion de la
WDF sobre el eje gy, vive en el dominio de la transformada de Fourier de la sefal.

En el capitulo uno, se menciono, que el dominio de la FFT, de orden a, esta sobre
el eje que forma un dngulo 6 = %¢. Por lo cual, es natural pensar que, ese dngulo es
igual al dngulo con el que se proyecta la WDF, y por ende si se quisiera generalizar la
proyeccién de la WDF sobre algtin 4ngulo 6, entonces [11]:

Ro[Wa(v,4y)] = |[F*{u(y)}*. (3.5)

La ecuacion (3.5), es la relacion entre la funcion de Wigner y la transformada de Fourier
fraccional.
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Capitulo 4

Conclusiones y Perspectivas

A lo largo de este proyecto, se define que es una transformada de Fourier fraccional
y como surge en el ambito de las transformaciones integrales. Se deriva la ecuacion de
valores propios de la FFT, y se demuestra desde una perspectiva geométrica cudl es el
nucleo de dicha transformacion. Posteriormente, se encuentra la FFT de una sefial da-
da por dos gaussianas separadas una distancia arbitraria. Para el caso especifico de una
distancia de 7mm, e incertidumbre de 0,3525mm, se realizan graficas a diferentes orde-
nes de la FFT espacial de esta sefial. Seguidamente, se demuestra desde la perspectiva
de la optica difractiva, que el sistema 2 f genera la transformada de Fourier espacial de
una sefial optica. Por otro lado, se define la WDF desde una perspectiva cldsica y cuin-
tica. Asimismo, se halla la funciéon de Wigner de dos gaussianas separadas una cierta
distancia, y se grafica para el caso de separacion de 7mm, e incertidumbre 0,3523mm.
A partir de esta grafica, se puede notar que es muy parecida a la de un estado de gato
impar, en el contexto de mecénica cudntica.

Por ultimo, con la definicién de la transformada de Radon y su implementacién en la
WDF, se responden una de las preguntas problema, la cual era preguntarse si hay alguna
relacion entre la WDF y la FFT. Sin embargo, por falta de tiempo no se pudo describir
tedricamente la implementacion Optica de la FFT, ya que, estaba planteado como uno
de los objetivos y una de las preguntas problema. Pero, este calculo se retomara para
la monografia de pregrado. Ademads, en dicha monografia se espera implementar un
montaje Optico que puede reconstruir la funcién de Wigner de un estado de gato a
partir de dos haces gaussianos separados una cierta distancia. Por lo cual, este trabajo
ha sido una base tedrica para poder hacer simulaciones de propiedades cudnticas, a
partir de estados de luz clasicos.
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